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Resumen

En este articulo, se analiza la aplicacién del método del multiplicador Lagrange en funcién del método
de Newton y el método de gradiente de primer orden para un disefio éptimo de hélices marinas. El
método del multiplicador de Lagrange puede transformar el problema de optimizaciéon con
restricciones en un problema de optimizacion sin restricciones; el método de Newton y el método del
gradiente de primer orden pueden resolver problemas de optimizacion sin estas. Para ello, se explora
la teoria béasica del método del multiplicador de Lagrange y se analizan sus métodos relacionados. En
la seleccion del método de disefio, este documento utiliza un ejemplo simple para probar los resultados
y elige el método de Lagrange -Newton. Para lograr verificar los resultados se aplica un ejemplo de
disefio, el método propuesto al disefio del paso de la hélice y la curvatura se compara con los resultados
del disefio con el método tradicional de disefio tedrico de la hélice. El método de Lagrange-Newton
puede disefiar de manera estable una geometria que satisfaga las condiciones de restriccion, siempre y
cuando debido a la distribucién de presion resultante el paso o la curvatura se disefie por separado.

Palabras clave: Disefio de hélices, optimizacion., método Lagrange-Newton, multiplicador de
Lagrange

Abstract

In this article, the application of the Lagrange multiplier method based on the Newton method and the
first order gradient method for an optimal design of marine propellers is discussed. The Lagrange
multiplier method can transform the constrained optimization problem into an unconstrained
optimization problem; Newton's method and the first-order gradient method can solve optimization
problems without them. To do this, the basic theory of the Lagrange multiplier method is explored and
its related methods are discussed. In the selection of the design method, this document uses a simple
example to test the results and chooses the Lagrange-Newton method. In order to verify the results, a
design example is applied, the proposed method to the design of the propeller pitch and curvature is
compared with the design results with the traditional method of theoretical design of the propeller. The
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Lagrange-Newton method can stably design a geometry that satisfies the constraint conditions, as long
as due to the resulting pressure distribution the pitch or curvature is designed separately.

Keywords: Propeller design, optimization, Lagrange-Newton method, Lagrange multiplier
1. INTRODUCCION

La esencia del problema de optimizacion de hélices suele ser encontrar una hélice con un mejor
rendimiento hidrodindmico para una condicién de funcionamiento definida, utilizando una
determinada hélice como referencia (Wang et al., 2022). Para determinar la geometria de la nueva
hélice, es necesario especificar los pardmetros utilizados para describir la hélice.

El propdsito del problema de optimizacion de la hélice es mejorar el rendimiento hidrodinamico de la
hélice modificando la geometria de la hélice, que incluye la eficiencia en aguas abiertas de la hélice,
el rendimiento de cavitacion de la hélice y el ruido de vibracion de la hélice (Sumanth et al., 2022).
Ademas, una serie de restricciones, como las restricciones de fuerza, generalmente se especifican
cuando se implementa la optimizacion de la hélice (Ariana et al., 2020).

En cuanto a las necesidades de disefio, la investigacién sobre métodos de optimizacién es muy
importante. Se han desarrollado y madurado algunas teorias de optimizacion vigorosas y tradicionales,
y se pueden aplicar practicamente a problemas de disefio de ingenieria. Por lo tanto, el principal
objetivo de investigacion de este articulo es desarrollar un método de optimizacién que se pueda utilizar
para el disefio de hélices marinas.

Esta investigacion elige el método del multiplicador Lagrangiana porque puede transformar el
problema de optimizacion con restricciones en un problema de optimizacion sin restricciones. Al
mismo tiempo, debido al método de Lagrange, existen muchos métodos evolutivos del método del
multiplicador, que hace que la aplicacidn sea tanto flexible como profunda. Se espera que este enfoque
resulte en una geometria de hélice mas eficiente que los métodos de disefio de hélices convencionales.

Multiplicador de Lagrange

Los métodos de programacién matematica a menudo se utilizan ampliamente en el disefio de ingenieria
(Bergamaschis et al., 2021). Entre los métodos de programacién matematica, el método del
multiplicador de Lagrange es un método de programacién matematica de uso frecuente (Ruis et al.,
2018). Lagrange (Lagrange, 1736-1813) fue el segundo gran matematico del siglo XVI1Il, y el otro fue
Euler (Euler, 1707-1783), que era 29 afios mayor que él. Euler apreciaba a Lagrange y, junto con
d'Alembert, recomendé a Lagrange como sucesor de Euler (Academia de Berlin) en 1766 (Bussotti,
2003). ElI método del multiplicador de Lagrange es un método para transformar el problema de
optimizacién restringida en un problema de optimizacion no restringida.

Como se introduce un coeficiente indeterminado -A, se forma una nueva funcién objetivo no
restringida, por lo que la conversion matematica se simplifica. La solucién éptima no restringida de la
nueva funcion objetivo es la solucion dptima restringida de la funcién objetivo original (Vadlamani et
al., 2020; Bertsekas, 1982).

Existe bastante literatura sobre el disefio de ingenieria utilizando el método del multiplicador de
Lagrange. En 2020, Cheng y Liu, utilizaron un nuevo enfoque del multiplicador de Lagrange para los
flujos de gradiente y se propuso para disefiar esquemas estables de energia incondicional para flujos
de gradiente conduciéndose a esquemas energéticamente estables. De igual forma Sun y Huang, (2020)
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disefiaron un método integrado de linea de elevacién/panel de superficie para un disefio 6ptimo de la
hélice teniendo en cuenta el efecto del cubo.

En el 2021, Bayram y Korobenko disefiaron una formulacion numérica para flujos de cavitacion
alrededor de hélices marinas basada en el método multiescala variacional, el enfoque numérico se uso
para modelar flujos de cavitacidn sobre superficies hidrodindmicas en movimiento, utilizando también
el método del multiplicador de Lagrange bajo un paradigma de descripcion Lagrangiana-Euleriana.

2. MATERIALES Y METODOS
Método de Lagrange-Newton
Se va a disefiar un paso de hélice y su distribucién curvatura® para hacer que tenga la mejor eficiencia

(Ko minimo) por debajo del Ky requerido, que cumpla con los requisitos de disefio usando la curva

3 2
clbica a% + b% + c% + d = 0 para representar su geometria. Las incognitas que se pretenden

resolver son ocho variables tales como el paso de hélice y los coeficientes a, b, ¢, a’, b’, ¢, d’' de la
curva de distribucion de hélice. Después de la distribucion geométrica, usamos el método de elementos
de contorno NTOU-PATPANS desarrollado por Hsin para calcular los valores correspondientes de Kg
Yy K.

Entonces:
{min K, sujetoa K — Kr =0

Donde Kr* es el coeficiente de empuje limite.

Ko = Ko(vi)
i=123....,8 (1)
Kr = K7 (v:)

Donde y; son los 8 parametros geométricos a, b, ¢, a', b', ¢', d'.
De acuerdo con la teoria de la seccion, se puede establecer que la funcion de Lagrange es (2):

L = Ky + A(Ky — K7) )
Después de la diferenciacion parcial, obtenemos:
(VL = VK, + AVK; = 0Ky —K; = 0 @)

Donde FL contiene elementos que son

oK, 0K,
941" i=12,..8 “)
0y; dy;
Entonces:
., 5
G=[VLKr — K;1,Z=[r17s Vs 2] ©)

% También se conoce como camber en la literatura ampliada.
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Para ello se tiene que resolver G(Z) = 0 por el método de Newton:

A ©
AT =~
VG,
yED Y 0AD 0 | [k gk k]
B 661 6G1 661 aGl 6G2 662 aGZ 662 aKT aKT aKT aKT -1 [G G (7)
6]/1 ayz ay3 6]/ ay1 6)/2 6y3 6]/ 6]/1 ayz ay3 a]/ 1

— K7 ]

Entre ellos, G es el elemento diferencial de primer orden'y VG; es el elemento diferencial de segundo
orden. Para el calculo del elemento diferencial, este articulo utiliza el método de la diferencia central
para aproximar su valor.

Proceso iterativo:
1) Dado el paso inicial y la distribucion de curva de hélice, es decir, el valor de yi y cualquier
valor inicial de A.
2) Usar PATPANS para calcular su valor Ky correspondiente, dado un error permisible, si la
diferencia entre este y el objetivo K7 esta dentro del error permisible, convergera.
3) Se usard PATPANS con diferencias finitas para calcular el valor de cada término diferencial.
4) Despues del método de transposicion de Newton, la ecuacion (6) se transformaen VG; - A7) =

—G(Zf) y se convierte en un problema de matriz de solucion. Este documento utiliza
descomposicién LU para resolver esta matriz, y se pueden obtener los nuevos parametros de
distribucion de paso de hélice y curva.
5) Se continta con el paso 2 hasta la convergencia.
Meétodo del gradiente lagrangiana
Como se definid en la seccion anterior, el enunciado del problema de disefio es:

{min K, sujetoa K — Kr =0

Donde Kr™* es el coeficiente de empuje limite.

Ky, = KQ(Vi)
i=123....,8 (8)
Kr = K7 (v:)

Donde y; son los 8 parametros geométricos a, b, ¢, a', b', ¢', d'.
De acuerdo con la teoria de la seccion, se puede establecer que la funcion de Lagrange es:

L = Ky + A(Ky — K7) ©

Este problema se analiza como encontrar el minimo de L( A, y;):
De acuerdo con la teoria de la seccién, su direccion de busqueda unidimensional es:

st — —-VL(y,A) i=123...,8 10

Donde las derivadas parciales unidimensionales son:

(VL =VKy+ AVK; = 0Ky — Ki = 0 (11)
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Donde VL contiene elementos que son:
K, +1 0K, (12)

— i=12,...8
9y ay;

Estableciendo un tamafio de paso arbitrario a, usando la ecuacion iterativa descrita:

XU+a) = xk _ qpf(x®) (13)

Sustituyendo:

| T T 14
[yi(k+-) A(k+1)] Z[Vi(k) ,1(k)] —aVf(y, ) i=12,...8 (14)

Se puede usar el método de diferencia central para calcular las derivadas parciales de primer orden,
con ellos se puede resolver un nuevo conjunto de distribucion de paso y curvatura, luego los pasos se
repiten hasta la convergencia.

Proceso iterativo:

1) Dado el paso inicial y la distribucion de curvatura de hélice, es decir, el valor de yi y cualquier
valor inicial de A.

2) Usar PATPANS para calcular su valor Ky correspondiente, dado un error permisible, si la
diferencia entre este y el objetivo K7 esta dentro del error permisible, convergera.

3) Se usard PATPANS con diferencias finitas para calcular el valor de cada término diferencial.

4) Anpartir de (14) se pueden obtener los nuevos parametros de la distribucion de paso y curvatura
de hélice.

5) Se continta con el paso 2 hasta la convergencia.

Proceso tradicional de disefio de hélices
Esta seccidn presentara el proceso tradicional de disefio de hélices utilizado el siguiente modelo.

4 ) (. i
Célculo de la geometria

La distribucion de de la hélice

circulacién 6ptima se C(erezgrtht)rL;CIO(arll dg;g)
Valor J seglin obtiene a partir de la h yep
L2 . A mediante el programa
disefio teoria del disefio de la . o9
b ! de teoria del disefio de
linea de sustentacion de | ficie d
la hélice LLL2 a superticie de
sustentacion de la
hélice (MIT-PBD10)
\_ J \_ J

Figura 1. Diagrama de disefio tedrico de hélice tradicional
Fuente: Elaboracion propia

El disefio general de la hélice pasara por la teoria de la linea de sustentacion, ingresara los parametros
requeridos para obtener la mejor distribucion de circulacion y luego disefiard su geometria a través del
programa de disefio de la superficie de sustentacion de la hélice. Luego se verificara si el resultado del
disefio puede alcanzar el empuje requerido o la velocidad del barco, de lo contrario, se ajustaran los
parametros de la formula de la rosca de elevacion hasta que se satisfaga el resultado final.

En este articulo, debido a que los resultados del método de disefio 6ptimo deben compararse entre si,
la geometria disefiada por PBD10 se importara al programa del método de elementos de contorno
NTOU-PATPANS, y los resultados de PATPANS se utilizardn como punto de referencia. EI proceso
de disefio utilizado el siguiente orden:

305



Rev. INGENIERIA: Ciencia, Tecnologia e Innovacion. Vol. 10/No. 1, pp. 301-315 ISSN: 2313-1926, version electronica.

1) Dar el valor J de disefio de la hélice y el coeficiente de empuje de disefio.

2) Al movilizar el empuje, se utilizara la formula de la rosca de elevacion de la hélice para disefiar
la mejor distribucién de circulacion que satisfaga el coeficiente de empuje.

3) Se introducird la distribucion de circulacion éptima en el programa de superficie de
sustentacion de la hélice MIT-PBD10 para disefiar la geometria de la hélice (cuerda y paso).

4) Sustituyendo la geometria disefiada en el método del elemento limite de flujo potencial NTOU-
PATPANS, se pretende obtener el coeficiente de empuje de la hélice, el coeficiente de par y
la eficiencia de la hélice; si el coeficiente de empuje satisface el coeficiente de empuje

disefiado, se finalizara y completara el disefio; de lo contrario, continuara con el siguiente paso.
OBJETIVO

5) Volviendo al paso dos, se ajusta el empuje para hacer T™*eve = Tcalculado W y luego
se vuelven a seguir los mismos pasos.

3. RESULTADOS

Para lograr resultados satisfactorios, se revisara el método propuesto en este documento basado en
célculos de disefio reales y realizaremos mejoras, el valor J de disefio de la hélice que se disefiara en
este documento es 0,75 y el coeficiente de empuje de disefio = 0,22.

Resultados disefio tradicional

Para comparar la calidad del método propuesto, primero se usé el método tradicional de disefio teérico
de la hélice para disefiar el objetivo del disefio, y se usa el disefio final del proceso tradicional
mencionado en la Figura 1. El resultado de disefio obtenido del método de disefio tradicional es
Ko=0.0336, y la eficiencia 0.7808.

El diagrama de distribucion de curvatura de donde se obtuvieron estos resultados se puede apreciar en
el Ko de la Figura 2, el diagrama de distribucién de paso de la Figura 3, el diagrama de distribucion de
coeficiente de presion Figura 4 y el diagrama de distribucién de circulacion radial de la Figura 5 para
referenciar y comparar con el método propuesto en esta investigacion.

__aCurvatura
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Figura 2. Distribucidn de la curvatura de una hélice tradicional
Fuente: Elaboracion propia
Paso
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Figura 3. Distribucion de paso del disefio de hélice tradicional
Fuente: Elaboracion propia
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Figura 4. Coeficiente de presion del disefio de hélice tradicional
Fuente: Elaboracion propia
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Figura 5. Distribucidn de la circulacion del disefio de hélice tradicional
Fuente: Elaboracion propia
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Resultados método Lagrange —Newton

A partir del procedimiento de disefio presentado en el apartado de materiales y métodos, aplicando el
método de Lagrange, primero se da un paso inicial y una curvatura al proceso de disefio de la hélice,
para ello se propone un conjunto de la distribucion de curvatura y paso de hélice constante, como se
muestra en la Figura 6.

00202 101
Curvatura Paso

0.02015

0.0201 1.005

0.02006

002 ———a + + - " + —

001995

0995

00199

D.0M98s

093

0.0ge

o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0.1 02 03 04 0s 06 o7 08 09 1

Figura 6. Distribucidn inicial de curvaturay paso por el método de Lagrangiano
Fuente: Elaboracion propia

Luego al usar el método de optimizacion del método de Lagrange-Newton junto con el programa del
método de elementos de frontera de flujo potencial para disefiar la distribucién 6ptima de la curvatura
y el paso, y el disefio obtenido se detallan resultados de Kq = 0.034, eficiencia = 0.7656. La Figura 7
muestra su distribucién de paso, la Figura 8 muestra su distribucion de curvatura, Figura 9 muestra su
distribucion de coeficiente de presion, y la Figura 10)muestra su mapa de distribucién de circulacion
radial.

0.985 F:
098
0.975 F
087 =
0.965
096 F:
0.965
oo wnodBR
0.945 :::
094"
0.936 F
083
0.925 F
092 E
0.915 E-& J

0 02 0.4 0.6 0.8 1
R

Figura 7. Paso de disefio del método Lagrange-Newton
Fuente: Elaboracion propia
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Figura 8. Distribucién de curvas de hélice del método Lagrange-Newton

Fuente: Elaboracién propia
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Figura 9. Coeficiente de presion del método Lagrange-Newton
Fuente: Elaboracién propia
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Figura 10. Circulacion del disefio del método de Lagrange-Newton
Fuente: Elaboracion propia

309



Rev. INGENIERIA: Ciencia, Tecnologia e Innovacion. Vol. 10/No. 1, pp. 301-315 ISSN: 2313-1926, version electronica.

De los resultados, podemos encontrar que la hélice disefiada por este método se compara con la hélice
disefiada por el método de disefio tradicional:

1) Puede verse a partir de la distribucion de la circulacion que la distribucién de la carga esta
sesgada hacia la punta de la pala;

2) A partir de la distribucion de presidn, se puede encontrar que hay un pico de presion negativa
en el borde de ataque, que no es una distribucién de presion ideal.

3) En el método de disefio tradicional, en el proceso de disefio de la superficie de sustentacion
(MIT-PBD-10), se ha asumido que la distribucién de carga en la direccion de la curvatura de
hélice es una distribucion dada (por ejemplo, a=0.8), por lo que, de hecho, la distribucion de
presion tiene restricciones. La distribucion de la superficie aerodindmica bidimensional puede
cumplir con la idea del disefiador, pero este método de disefio requiere bastante tiempo, por lo
gue se debe analizar mas a fondo las razones por las que los resultados de disefio de este método
de disefio son diferentes de los de los métodos de disefio tradicionales.

En el método de disefio Lagrange Newton, se disefi6 el paso y la curvatura al mismo tiempo. En él, se
fija uno de los parametros geométricos y se disefia el otro parametro, es decir, la curvatura se fija para
que sea la misma que la tradicional, y luego mediante el método de Lagrange-Newton se busca la
distribucion de paso 6ptima y, finalmente, obtener la distribucién de paso, la distribucion del
coeficiente de presion, y la distribucion de circulaciéon; dando como resultado, Kqo =0.03369,
eficiencia=0.77936. Después, se fija la distribucién de los pasos para que sea la misma que el método
de disefio tradicional, y luego mediante el método de optimizacién se disefia la distribucion de la
curvatura, y se puede observar las similitudes y diferencias, dando como resultado Kq= 0,03362,
eficiencia = 0,78098.

Para todos los resultados disefiados por el método Lagrange-Newton anterior y los resultados disefiados
por el método de disefio tradicional de la teoria de la hélice, se hace una comparacion adicional, y la
fuerza de disefio y la eficiencia se muestran en la Tabla 1. Luego se compara el diagrama de
distribucion de la curvatura disefiado (Figura 11), el diagrama de distribucion de paso (Figura 12), el
diagrama de distribucion del coeficiente de presion de la Figura 13, Figura 14 y Figura 15. Para esto
se compara la distribucion del coeficiente de presion con el lugar donde r/R=0.7.

Tabla 1. Comparacion métodos de disefio tradicionales y método de Lagrange-Newton

Disefio tradicional Método de optimizacion Curvatura fija Paso fijo
Ko 0.0336 0.034 0.03369 0.03362
Eficiencia | 0.78.08 0.7656 0.7794 0.78098

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 11. Comparacion distribucion de la curvatura disefiado

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 12. Comparacién de paso de hélice con los tres métodos

Fuente: Elaboracion propia
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«Tradicional
——=——Newton

Figura 13. Comparacion Cp del método tradicional y Lagrange-Newton
Fuente: Elaboracion propia
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Figura 14. Comparacién de Cp curvatura fija L-N vs MT
Fuente: Elaboracion propia
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Figura 15. Comparacion de Cp Paso fijo L-N vs MT
Fuente: Elaboracion propia
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En el diagrama de distribucion de la circulacion radial de la Figura 16, de estas comparaciones
encontramos que:

1) Fijando uno de los parametros geométricos, la distribucion de presion del resultado del disefio
mejora mucho

2) Elresultado del disefio del paso fijo es casi el mismo que el del método de disefio tradicional

3) Fijando un pardmetro geométrico, el otro pardmetro geométrico disefiado estd muy cerca de
los resultados de disefio de la media del método de disefio tradicional.

Tradicional
= Newton
—=— Curvatura fija
R Paso fijo

Figura 16. Comparacion de la distribucién de circulacion de cuatro métodos
Fuente: Elaboracion propia

4. DISCUSION

En términos de métodos de disefio de hélices, hay principalmente disefio de hélices en serie y disefio
bajo métodos tedricos, entre los cuales el disefio de métodos tedricos es la teoria de la superficie de
sustentacion de la hélice y la teoria de la linea de sustentacion de la hélice (Mohamad et al., 2022). El
método de disefio utilizado en este documento para comparar el método propuestos en este documento
es el método de disefio teérico. En el ambito del disefio tedrico, la fuerza de las hélices marinas se
divide en direcciones radiales y de curvatura (Abramowski, 2005).

El disefiador primero necesita determinar la distribucion de la carga en las direcciones radial y de
curvatura de la hélice, y en segundo lugar, averiguar la forma geométrica que puede satisfacer las
cargas. En términos de evolucion tedrica, Eckhart y Morgan, (1955) desarrollaron el "factor de
correccion de la superficie de sustentacion™ basado en la teoria de Lerbs y comenzaron la etapa de
disefio de la superficie de sustentacion.

El desarrollo de la teoria de la superficie de sustentacion fue extremadamente vigoroso después de la
década de 1960 se convirtié en un modelo numérico, el mas famoso de los cuales es el libro de Greeley
y Kerwin (1982), quienes utilizaron el método de celosia de vortice para desarrollar un conjunto de
programas teoricos de disefio de superficies de elevacion PBD-10, que ayudaron a la distribucién de
circulacion radial obtenida del disefio de la linea de elevacion a la curvatura. La direccion se usa para
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disefiar los parametros geométricos tridimensionales de la hélice, y esta teoria de disefio de superficie
de sustentacidn sigue siendo el método de disefio mas utilizado para hélices marinas.

Abramowski (2005) se propone un método para la determinacion de las fuerzas propulsoras durante
las maniobras del bugue. Se aplicaron redes neuronales artificiales a la prediccion del rendimiento de
una hélice que funcionaba en condiciones tales como frenado, parada y marcha atras, y detalla que para
medir la eficiencia de la hélice de deben estudiar las fuerzas en direcciones radiales y de curvatura.

Un método optimo de disefio de hélices marinas, que integra el método de linea de elevacién y panel
de superficie y se caracteriza por el uso del método de panel de superficie para tener en cuenta el efecto
hub, Sun y Huang (2019) establecen que al desarrollar un enfoque integrado en lugar de un método
iterativo para el calculo de la interaccion entre el cubo y las palas de la hélice disefiada, los efectos del
cubo en la circulacién 6ptima pueden tenerse en cuenta a lo largo del procedimiento de disefio tedrico.
Esto usando la curvatura o paso de hélice disefiado por el método torico tradicional, luego fijando uno
de los pardmetros y usando el método Lagrangiano-Newton para encontrar el otro pardmetro, la
distribucion de presién resultante es mucho mejor, por lo que podemos juzgar que el método de
Lagrange puede disefiar de manera estable una geometria que satisfaga las condiciones de disefio de
hélice.

5. CONCLUSIONES

El método de Lagrange-Newton puede disefiar de manera estable una geometria que satisfaga las
condiciones de restriccion, pero dado que no hay restriccion en la distribucién de presion, la
distribucion del coeficiente de presion correspondiente a la geometria disefiada no puede controlarse
de manera efectiva.

Usando la curvatura o paso de hélice disefiado por el método tradicional, luego fijando uno de los
parametros y usando el método Lagrangiano-Newton para encontrar el otro parametro, la distribucion
de presion resultante es mucho mejor, por lo que podemos juzgar que si este método solo serd mas
estable cuando el paso o la curvatura se disefie por separado.

La teoria tradicional de la superficie de sustentacion de la hélice no puede describir perfectamente la
geometria de los nuevos tipos de hélices (como las hélices Kappel, las hélices CLT y otras.); sin
embargo, el método de correccion propuesto en este articulo puede generar una geometria
correspondiente, ya que la base de este método es el método del elemento de contorno, puede describir
completamente la geometria real de la hélice y serd aplicable a nuevos tipos de disefio de hélices en el
futuro.
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